
Stalowe słupy dwugałęziowe składają się z dwóch równoległych pa-
sów połączonych przewiązkami lub skratowaniem typu N, V lub X, 
gdzie przewiązki i  zakratowanie są elementami usztywniającymi. 

Warto w tym miejscu zaznaczyć, że przewiązki przenoszą przede wszyst-
kim zginanie, podczas gdy skratowanie przenosi głównie ściskanie i roz-
ciąganie. Skutkuje to tym, że zawarte w normie zasady obliczania i pro-
jektowania słupów dwugałęziowych są inne w przypadku słupów z prze-
wiązkami i słupów ze skratowaniem. Przy projektowaniu elementów dwu-
gałęziowych należy pamiętać o  ich mniejszej sztywności postaciowej 
w porównaniu z elementami pełnościennymi. Pomimo tego aspektu sto-
sowanie słupów dwugałęziowych pozwala na znaczne zmniejszenie ma-
sy elementu ściskanego oraz na zwiększenie jego sztywności giętnej. 
Pewnym mankamentem wynikającym ze stosowania słupów złożonych 
są dodatkowe koszty wykonania połączeń i zwiększone koszty zabezpie-
czeń antykorozyjnych.

Słupy dwugałęziowe często są stosowane w przypadku dużych długo-
ści wyboczeniowych i stosunkowo niedużych sił ściskających. Taka sytu-
acja występuje np. w przypadku podkonstrukcji dla szklanych ścian kur-
tynowych i  elewacyjnych obciążonych głównie obciążeniem poziomym 
wynikającym odpowiednio z oddziaływania mas powietrza na skutek róż-
nicy ciśnień lub parcia i ssania wiatru. Schemat statyczny takich słupów 
złożonych zazwyczaj odpowiada kryteriom stosowalności algorytmu nor-
mowego [1, 2], tj. obustronne przegubowe podparcie. Słupy dwugałęzio-
we stosowane są również w  halach przemysłowych z  transportem we-
wnętrznym. W  takiej sytuacji obciążenie słupa złożonego stanowią za-
równo osiowe siły ściskające (wynikające z oddziaływania suwnic i kon-
strukcji dachu), jak i siły poziome wynikające z oddziaływania wiatru na 
halę przemysłową. Słupy te najczęściej są utwierdzone w poziomie fun-
damentu i przegubowo połączone z dźwigarem (ryglem) dachowym. Ta-
ki przypadek wg [1] wymaga „zastosowania odpowiednich modyfikacji” 
w  algorytmie obliczeniowym. Poprawność i  zasadność wspomnianych 
„modyfikacji” zostanie przedstawiona w dalszej części artykułu.

Metodologie wyznaczania sił wewnętrznych 
W  literaturze przedmiotu metodologia wyznaczania sił wewnętrznych 

w oparciu o obowiązujące normy projektowe [1] została omówiona m.in. 
w [3, 4, 5]. W pozycji literaturowej [3] na przykładzie liczbowym pokaza-
no różnice w wymiarowaniu słupów złożonych ze skratowaniem i z prze-
wiązkami. Otrzymane wyniki, przy wykorzystaniu EC3 [1], odniesione zo-
stały do wyników otrzymanych w oparciu o polską normę [2]. Porównania 
te wykazały, że norma [1] trafniej odzwierciedla pracę słupa złożonego, 
szczególnie w przypadku słupa z przewiązkami, co pozostaje w sprzecz-
ności z wnioskami [4]. Dodatkowo w przytoczonej pozycji [4] przedsta-
wiono uproszczoną analogię ramową przy wymiarowaniu słupa dwuga-

łęziowego z przewiązkami. Rozbieżności we wnioskach w wspomnianych 
publikacjach [3, 4] są dodatkowym argumentem ku temu, aby na pro-
blem wymiarowania słupa dwugałęziowego spojrzeć ponownie. 

W  niniejszym artykule przedstawione zostanie porównanie wyników 
z pełnej analogii ramowej z podejściem normowym [1]. W tym przypad-
ku przez analogię ramową zakłada się, że słup złożony będzie repre-
zentowany przez dyskretny układ prętowy. Metoda opisana jako analo-
gia ramowa pozwala w bardzo praktyczny sposób na wyznaczenie rze-
czywistych sił i momentów wewnętrznych słupa złożonego w gałęziach 
(pasach) i  elementach usztywniających oraz ich późniejszą weryfikację 
w  programach komputerowych. Intencją autorów jest zwrócenie uwagi 
na ograniczony zakres stosowania algorytmu normowego [1, 2], tj.: słup 
obustronnie przegubowo zamocowany, równoległe pasy (gałęzie), stała 
odległość między przewiązkami/skratowaniem, nieparzysta liczba prze-
działów n ≥ 3. 

Przykłady obliczeniowe
W  artykule rozwiązane zostaną dwa przykłady liczbowe stalowe-

go słupa dwugałęziowego z  przewiązkami. Pierwszy przypadek do-
tyczy słupa obustronnie przegubowo zamocowanego obciążonego si-
łą osiową P1 = 1000 kN. Drugi przypadek dotyczy słupa wspornikowe-
go obciążonego na jego końcu siłą osiową P2  =  200  kN i  siłą pozio-
mą H  =  15  kN. Przyjęto, że słupy wykonane zostały ze stali konstruk-
cyjnej S235 ( fy = 23,5 kN/cm2). Gałęzie słupa wykonane są z  IPE 330, 
o  rozstawie osiowym 33  cm, patrz: rys. 1. Wysokość w  osiach podpór 
wynosi L1 = 1113 cm i L2 = 795 cm odpowiednio dla pierwszego i dru-
giego przypadku (patrz rys. 2. i  3.). Osiowy rozstaw przewiązek w obu 
zadaniach wynosi h0  =  159  cm. W  obliczeniach przyjęto częściowe 
współczynniki bezpieczeństwa γM0  =  γM1  =  1.0. Podstawowe cechy 
geometryczne przekroju IPE 330 są następujące: A = Ach = 62,6 cm2, 
iy = 13,7 cm, iz = 3,55 cm, Iz = Ich = 788 cm4, Wel,z = 98,5 cm3. Roz-
patrywany przekrój spełnia warunki dla klasy 2. Przyjęto przewiązki wyko-
nane z płaskownika 10 x 150 x 430 mm: Ab,V = 15,0 cm2, Wb = 37,5 cm3, 
Ib = 281,25 cm4. 

WYMIAROWANIE SŁUPÓW
stalowych dwugałęziowych

W artykule poruszona została kwestia wymiarowania stalowych 
słupów dwugałęziowych. Porównane zostały dwa modele 
obliczeniowe mające zastosowanie przy wymiarowaniu tego rodzaju 
elementów: model analityczny opisany w PN-EN 1993-1-1 oraz model 
wykorzystujący analogię ramową.
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Rys. 1. Fragment słupa dwugałęziowego

B
U

D
O

W
N

IC
TW

O
B

u
il

d
e

r  7
4 

pa
źd

zie
rn

ik
 2

01
7



Algorytm wymiarowania słupa dwugałęziowego składa się z kilku eta-
pów. W pierwszej kolejności należy określić cechy geometryczno-wytrzy-
małościowe przekroju złożonego. Następnie wyznacza się siłę krytycz-
ną dla słupa złożonego. W kolejnym kroku określa się trzy istotne wielko-
ści z punktu widzenia nośności elementu dwugałęziowego: maksymalną 
wartość globalnego momentu zginającego, maksymalną wartość siły po-
dłużnej, maksymalną wartość siły poprzecznej. Na koniec przeprowadza 
się sprawdzenie warunków nośności elementów składowych słupa złożo-
nego. Wymiarowanie słupa dwugałęziowego przegubowo zamocowane-
go i wspornikowego zostało przedstawione w tabelach 1. do 4. 
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Rys. 1. Fragment słupa dwugałęziowego 

Tabela 1. Obliczenie nośności słupa wg PN-EN 1993-1-1 [1] (sprawdzenie nośności przy wyboczeniu 
względem osi y-y – oś materiałowa) 

Rodzaj zamocowania przegub na obu końcach wspornik 
Sprawdzenie nośności przy wyboczeniu względem osi y-y – oś materiałowa 

Obciążenie pojedynczej 
gałęzi 

MEd
1 = 0,0 kNm MEd

1 = HL = 157,95 =  119,25 kNm*) 

NEd
1 = P1/2 = 1000/2 = 500 kN 

NEd
1 = P1/2  MEd

1/h0 = 
= 200/2  119,25/0,33 = 
= +261,36 / 461,36 kN 

Długość krytyczna Lcr,y Lcr,y = 1,0L1=1,011,13 = 11,13 m Lcr,y = 2,0L2=2,07,95 = 15,9 m 
Smukłość względna 

1

, 1



y

ycr
y i

L
 87,0

9,93
1

7,13
1113

y  24,1
9,93

1
7,13

1590
y  

Współczynnik 
wyboczeniowy y 

y = 0,75 y = 0,50 

Warunek nośności wg [1], 
wzór (6.47),  

1
,

M

ychy
Rdb

fA
N





kNN Rdb 33,1103

0,1
5,236,6275,0

, 


 kNN Rdb 55,735
0,1

5,236,6250,0
, 




Warunek 1: NEd/Nb,Rd 500/1103,33 = 0,45 OK. 461,36/735,55 = 0,63 OK. 
*) wartość momentu wyznaczona jak dla jednogałęziowego elementu wspornikowego w celu oszacowania siły wewnętrznej 
w pojedynczej gałęzi słupa dwugałęziowego 

Tablica 2. Obliczenie nośności słupa wg PN-EN 1993-1-1 [1] (sprawdzenie nośności przy 
wyboczeniu względem osi z-z – oś niemateriałowa)  

Rodzaj zamocowania przegub na obu końcach wspornik 
Sprawdzenie nośności przy wyboczeniu względem osi z-z – oś niemateriałowa 

Moment i promień bezwładności 
słupa względem osi z-z, por. [1], 
tab. 6.8 

chch IAhI 25,0 2
01  , 

chA
Ii

2
1

0 

42
1 7,3566178826,62335,0 cmI 

cmi 88,16
6,622
7,35661

0 




Smukłość wokół osi z-z, por. [1], 
tab. 6.8 

0

,

i
L zcr

94,65
88,16
11130,1




  19,94
88,16
7950,2




  

Parametr , por. [1], tab. 6.8  = 1,0  = 2,0  94,19/75 = 0,74 
Zastępczy moment bezwładności 
wg [1], wzór (6.74) 

chcheff IAhI 25,0 2
0 

4
1 7,35661 cmIIeff 

4

2

94,3525178874,02

6,62335,0

cm

Ieff




Tabela 1. Obliczenie nośności słupa wg PN-EN 1993-1-1 [1] (sprawdzenie 
nośności przy wyboczeniu względem osi y-y – oś materiałowa)

Rys. 2. Model dyskretny słupa przegubowo zamocowanego i szczegół 
jego podparcia w programie AxisVM

Rys. 3. Model dyskretny słupa wspornikowego i jego widok 3D 
zrenderowany w programie AxisVM



Poniżej przedstawiono propozycję modyfikacji algorytmu normowego 
[1] ze względu na inne niż normowe warunki brzegowe, tj. słup wsporni-
kowy. Oprócz oczywistego aspektu, jakim jest dostosowanie współczyn-
nika długości wyboczeniowej do schematu statycznego, należy również 
przyjąć poprawną funkcję linii ugięcia słupa spowodowaną imperfekcją 
łukową e0. W przypadku słupa wspornikowego linia ugięcia w(x) przyj-
muje postać (1)

Sztywność postaciowa słupa wg 
[1], wzór (6.73) 













a
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nI
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S
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V

02 21

24
kNSV 29,9933
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33

25,2812
78821159

7882100024
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
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
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











wartość mniejsza niż kNaEIch 55,129202 22   OK. 

Siła krytyczna elementu 
złożonego 

2
,

2

zcr

eff
cr L

EI
N


 kN

Ncr

65,5966
1113

7,3566121000
2
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


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


kN

Ncr

07,2890
1590

94,3525121000
2

2









Wstępna imperfekcja wg [1], 
punkt 6.4.1(1), e0 

cme 23,2500/11130   cme 18,3500/15900   

Maksymalny obliczeniowy 
moment zginający słupa wg [1], 
wzór (6.69) 

V

Ed

cr

Ed

EdEd
Ed

S
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N
N

MeNM
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1

1
0

kNcm

MEd
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kNcm
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29,9933
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1192518,3200


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




Obliczeniowa siła w pasie wg [1]. 
wzór (6.69) 

eff

chEd
EdEdch I

AhMNN
2

5,0 0
,  kN

N Edch

27,588
7,356612

6,623357,3047
10005,0,


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



kN

N Edch
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
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

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Obliczeniowa siła poprzeczna w 
słupie wg [1]. wzór (6.70) 

L
M

V Ed
Ed 

kNVEd 60,8
1113

57,3047
 

*)
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*) w przypadku słupa wspornikowego nie można zastosować wzoru z [1] gdyż prowadzi to do absurdalnych wyników, 
szczegóły w tekście.  

Poniżej przedstawiono propozycję modyfikacji algorytmu normowego [1] ze względu na inne niż 
normowe warunki brzegowe tj. słup wspornikowy. Oprócz oczywistego aspektu jakim jest 
dostosowanie współczynnika długości wyboczeniowej do schematu statycznego należy również 
przyjąć poprawną funkcję linii ugięcia słupa spowodowaną imperfekcją łukową e0. W przypadku słupa 
wspornikowego linia ugięcia w(x) przyjmuje postać (1) 

(1)  
2

0 2
sin

L
xexw 

 . 

Funkcja momentu zginającego MEd(x) słupa wspornikowego obciążonego siłą poziomą H = HEd oraz 
imperfekcją łukową przyjmuje postać (2) 

(2)    
2

02 2
sin

L
xeNHxLxM EdEdEd


 ,  

stąd funkcja siły poprzecznej VEd(x) będzie opisana wyrażeniem (3) 

(3)    
2

0
2 2

cos
2 L

xeN
L

H
dx
xdM

xV EdEd
Ed

Ed


 . 

W przedstawionym wyprowadzeniu przyjęto, że początek układu współrzędnych będzie znajdował się 
w utwierdzeniu słupa.  

(1)
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W przedstawionym wyprowadzeniu przyjęto, że początek układu współrzędnych będzie znajdował się 
w utwierdzeniu słupa.  
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*) w przypadku słupa wspornikowego nie można zastosować wzoru z [1] gdyż prowadzi to do absurdalnych wyników, 
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Poniżej przedstawiono propozycję modyfikacji algorytmu normowego [1] ze względu na inne niż 
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przyjąć poprawną funkcję linii ugięcia słupa spowodowaną imperfekcją łukową e0. W przypadku słupa 
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W przedstawionym wyprowadzeniu przyjęto, że początek układu współrzędnych będzie znajdował się 
w utwierdzeniu słupa.  
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W przedstawionym wyprowadzeniu przyjęto, że początek układu współrzędnych będzie znajdował się 
w utwierdzeniu słupa.  

Rys. 1. Fragment słupa dwugałęziowego 

Tabela 1. Obliczenie nośności słupa wg PN-EN 1993-1-1 [1] (sprawdzenie nośności przy wyboczeniu 
względem osi y-y – oś materiałowa) 

Rodzaj zamocowania przegub na obu końcach wspornik 
Sprawdzenie nośności przy wyboczeniu względem osi y-y – oś materiałowa 
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gałęzi 
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1 = 0,0 kNm MEd
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NEd
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= +261,36 / 461,36 kN 
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Warunek 1: NEd/Nb,Rd 500/1103,33 = 0,45 OK. 461,36/735,55 = 0,63 OK. 
*) wartość momentu wyznaczona jak dla jednogałęziowego elementu wspornikowego w celu oszacowania siły wewnętrznej 
w pojedynczej gałęzi słupa dwugałęziowego 

Tablica 2. Obliczenie nośności słupa wg PN-EN 1993-1-1 [1] (sprawdzenie nośności przy 
wyboczeniu względem osi z-z – oś niemateriałowa)  

Rodzaj zamocowania przegub na obu końcach wspornik 
Sprawdzenie nośności przy wyboczeniu względem osi z-z – oś niemateriałowa 
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Tabela 2. Obliczenie nośności słupa wg PN-EN 1993-1-1 [1] (sprawdzenie 
nośności przy wyboczeniu względem osi z-z – oś niemateriałowa)

Tablica 3. Sprawdzenie nośności pojedynczego pasa na ściskanie i zginanie wg [1], por. rys 6.11 
(oś niemateriałowa)  

Rodzaj zamocowania przegub na obu końcach wspornik 
Sprawdzenie nośności pojedynczego pasa na ściskanie i zginanie (oś niemateriałowa) 
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Tablica 4. Sprawdzenie nośności przewiązki 

Rodzaj zamocowania przegub na obu końcach wspornik 
Sprawdzenie nośności przewiązki 
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PRZEKROCZONA 

Tabela 3. Sprawdzenie nośności pojedynczego pasa na ściskanie  
i zginanie wg [1], rys 6.11 (oś niemateriałowa)
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Tablica 4. Sprawdzenie nośności przewiązki 

Rodzaj zamocowania przegub na obu końcach wspornik 
Sprawdzenie nośności przewiązki 

Obciążenie 

0
, h

aVV EdbEd 
, 

2,
aVM EdbEd 

kNV bEd 44,41
0,33
0,15960,8, 

kNcmM bEd 70,683
2
0,15960,8,   

kNV bEd 27,72
0,33
0,15915, 

kNcmM bEd 5,1192
2
0,15915,   
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V Rdpl
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683,70/881,25 = 0,78  
OK 

kNcmM Rdc 25,8815,235,37, 

1192,5/881,25 = 1.35  
PRZEKROCZONA 

Tabela 4. Sprawdzenie nośności przewiązki

 Rys. 3 Model dyskretny słupa wspornikowego i jego widok 3D zrenderowany w programie AxisVM 

W celu uwzględnienia normowej imperfekcji łukowej e0 wprowadzono poziome równoważne 
obciążenie liniowe qd = 8NEde0,dL2, (por. [1] Rys. 5.4). Ostateczną wielkość obciążenia qd ustalono 
iteracyjnie, stosując się do wytycznych wprowadzania imperfekcji w analizie stężeń pkt. 5.3.3 [1]. 
Wyznaczone obciążenie (qd=1,93kN/m dla obustronnego podparcia przegubowego i qd=0,5kN/m dla 
wspornika) rozłożono na obie gałęzie słupa. Proszę zwrócić uwagę na fakt, że w przypadku schematu 
wspornikowego brak w normie [1] informacji o sposobie przykładania obciążenia równoważnego. 
Stąd, na potrzeby zdefiniowanego zadania autorzy zastosowali analogię i otrzymano qd = 
2NEde0,dL2.  

Porównanie wyników otrzymanych z analizy statycznej modelu dyskretnego i z analizy wg algorytmu 
normowego [1] przedstawiono w Tablicy 5.  

Tablica 5. Zestawienie wyników analogi ramowej z wynikami algorytmu normowego [1] 

Słup: przegub na obu końcach wspornikowy 
Model: dyskretny normowy dyskretny normowy 

Siły wewnętrzne w pasie (pojedyncza gałąź) 
Nch,Ed [kN] (max) 585,76 588,27 507,32 504,15 
Mch,Ed [kNcm] 365,2 341,85 1191,50 596,25 
Vch,Ed [kN] 5,40 4,30 11,48 7,50 

Siły wewnętrzne w przewiązce 
VEd,b [kN] 16,45 41,44 46,34 72,27 
MEd,b [kNcm] 271,40 683,70 764,70 1192,50 

Przy weryfikacji sił wewnętrznych modelu dyskretnego w programie komputerowym, należy zwrócić 
uwagę na fakt, że parametry wymiarujące są przypisywane do każdego pręta osobno, a nie do słupa 
jako całości. I tak wokół osi materiałowej (y) gałęzi słupa przyjmujemy jego całkowitą długość 
wyboczeniową, natomiast wokół osi niemateriałowej długość wyboczeniowa to odległość pomiędzy 

Tabela 5. Zestawienie wyników analogii ramowej z wynikami algorytmu 
normowego [1]

Przy weryfikacji sił wewnętrznych modelu dyskretnego w  programie 
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gość wyboczeniowa to odległość pomiędzy przewiązkami. Analiza zwi-
chrzenia dla gałęzi słupa jest pomijana i należy ją wyłączyć. Dla przewią-
zek z  oczywistych powodów pomijane są parametry związane ze zwi-
chrzeniem i wyboczeniem.

Pomimo zastosowanych odpowiednich dla słupa wspornikowego mo-
dyfikacji różnica między modelem dyskretnym a podejściem normowym 
jest istotna. Model normowy zawyża wartości sił występujących w prze-
wiązkach, zaniżając jednocześnie wartość momentu zginającego przy-
padającego na pojedynczą gałąź. 

Podsumowanie 
W  przypadku słupa przegubowo zamocowanego siły wewnętrzne 

w  pojedynczej gałęzi wyznaczone za pomocą algorytmu normowego 
[1] są zgodne z siłami wyznaczonymi w modelu dyskretnym, natomiast 
siły wewnętrzne w przewiązkach różnią się od siebie. W  tym przypad-
ku okazuje się, że model normowy zawyża wielkość obciążenia, jakie 
przypada na przewiązki. Z punktu widzenia niezawodności słupa dwu-
gałęziowego przegubowo zamocowanego zastosowanie modelu nor-
mowego [1] skutkuje jedynie przewymiarowaniem przewiązek i spoin łą-
czących przewiązki z pasami słupa. Odmienną sytuację zaobserwowa-
no w przypadku słupa dwugałęziowego wspornikowego. Norma [1] do-
puszcza stosowanie algorytmu normowego do innych warunków pod-
parcia niż przegubowe obustronne podparcie, mówiąc jedynie o zasto-
sowaniu „odpowiednich modyfikacji”. Autorzy opracowania, rozwiązu-
jąc analitycznie słup wspornikowy, zastosowali odpowiednie modyfika-
cje (odpowiednia długość wyboczeniowa, uwzględnienie imperfekcji łu-
kowej). Pomimo to model normowy zawyża wartości sił występujących 
w przewiązkach oraz zaniża wartość momentu zginającego przypada-

jącego na pojedynczą gałąź. Autorzy artykułu odradzają stosowanie al-
gorytmu normowego w  sytuacjach innych niż obustronne przegubowe 
podparcie. W przypadku „innych” warunków brzegowych zaleca się sto-
sowanie dyskretnych modeli prętowych, tym bardziej, że z praktycznego 
punktu widzenia wymiarowanie tych modeli w programie komputerowym 
nie nastręcza dodatkowych trudności.                                                 n
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[1] �PN-EN 1993-1-1:2006, Eurokod 3: Projektowanie konstrukcji stalowych -- Część 1-1: Reguły 
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Abstrakt: W artykule poruszona została kwestia wymiarowania stalowych 
słupów dwugałęziowych. Porównane zostały dwa modele obliczeniowe 
mające zastosowanie przy wymiarowaniu słupów dwugałęziowych: mo-
del analityczny opisany w  PN-EN 1993-1-1 oraz model wykorzystujący 
analogię ramową. Dla każdego wspomnianego modelu rozwiązane zo-
stały dwa przypadki podparcia: słup obustronnie przegubowo zamoco-
wany i słup wspornikowy. Obliczenia statyczne i wymiarowanie dla mode-
lu ramowego słupa zostały przeprowadzone w programie AxisVM. Przed-
stawione w artykule przykłady liczbowe uwypuklają ograniczenia stoso-
walności algorytmu normowego. 
Słowa kluczowe: stalowy element ściskany, element dwugałęziowy, im-
perfekcje, wymiarowanie wg Eurokodu 3
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