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Streszczenie. Artykut przedstawia problem okre$lania sprezy-
stego momentu krytycznego (M) dla stalowych przekrojow
otwartych i zamknigtych. Omoéwiono wplyw podparcia boczne-
go i poziomu przytozenia obcigzenia na wielkos¢ M . Ponadto
poréwnano podejscie analityczne oraz metode elementéw skon-
czonych do wyznaczania M . Wszystkie obliczenia wykonano
W programie AxisVM.

Stowa kluczowe: zwichrzenie, sprezysty moment krytyczny,
Eurokod 3, analiza MES.

ryzmatyczne belki stalowe to podstawowe elementy wie-
Iu nowoczesnych konstrukcji szkieletowych. Charaktery-
zuja si¢ duza nos$noscia w stosunku do ich masy, wyka-
zujac jednoczes$nie duza wrazliwos¢ na lokalna i/lub glo-

balna utratg stateczno$ci zwiazang z osiagni¢ciem przez analizo-

wany element obciazen i standow krytycznych, z ktérymi zwiazane

sa gwaltowne zmiany postaci deformacji [1, 2]. Kinematyka te-

go zjawiska, w przypad- a) b)

ku obciazonej réwno- |

miernie belki dwuteowe;j

i ceowej podpartej wi-

detkowo, zostata przed-

stawiona na rysunku 1.

W artykule oméwiono

problemy utraty statecz-

nosci (zwichrzenia) ot-

wartych i zamknigtych |

przekrojow  stalowych

poddanych jednokierun- Ry, 1, Kinematyka utraty statecznosci

kowemu zginaniu. Roz- belki zginanej (powlokowy model z pro-
wazano elementy nieusz- gramu AxisVM): a) dwuteownik; b) ce-
tywnione i usztywnione ;W“il]‘ - ekl )

taszczyzny zeinania. ig. 1. The post-buckling cross-section
Z plaszezyzny zg deformations of a beam in bending (shell
model obtained in AxisVM software):
a) I-section; b) chanel section

Sformutowanie
problemu

W praktyce projektowej rozwiazanie problemu zwichrzenia
sprowadza si¢ do okreslenia przez projektanta sprezystego momen-
tu krytycznego M  odpowiadajacego najmniejszej wartosci mo-
mentu zginajacego powodujacego utratg statecznosci elementu.
Wielko$¢ M zalezy bezposrednio od: wlasciwosci materiatu
(E — modut Younga, G — modut Kirchhoffa); geometrii przekroju
(I, — moment bezwladnosci przy skrecaniu, I — wycinkowy mo-
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and closed cross-sections

Abstract. The paper deals with the determination of the elastic
critical bending moment (M) of open and closed steel cross-
-sections. The influence of the lateral restraint and the position of
the applied load was considered. Moreover, the analytically
obtained M_ values were compared with FE solutions. All
calculations were performed in AxisVM software.

Keywords: lateral torsional buckling, elastic critical bending
moment, Eurocod 3, FE analysis.

ment bezwtadnosci, I — moment bezwladno$ci wzgledem stabszej
osi oraz smuktosci przekroju); geometrii belki (L — rozpigtosé¢ bel-
ki migdzy punktami podparcia bocznego, warunkéw brzegowych
i usztywnien z plaszczyzny) oraz typu obciazenia i zwiazanego
z nim rozkladu momentu zginajacego na dlugosci belki.

Na podstawie klasycznej teorii sprezystosci podano w literatu-
rze [1, 2, 3] zamknigte wzory definiujace sprezysty moment kry-
tyczny M. Zakres ich stosowania jest jednak ograniczony do kil-
ku podstawowych przypadkoéw podparcia i obciazenia. Uwzgled-
niajac nomenklatur¢ wykorzystana w [5, 6], gdzie o$ x to oS pre-
ta, a osie y 1z sa odpowiednio gtdwna i stabsza osia przekroju, row-
nanie rozniczkowe opisujace zwichrzenie przyjmuje postac:

d*o o 1
Bl gt~ Ohgar g, (MMM, )0 "

gdzie:
M, i M —momenty zginajace wokot osiy i z;
¢ — kat skrecenia.

Sciste rozwiazanie réwnania (1) podane jest w przypadku czy-
stego zginania belki bisymetrycznej, podpartej widetkowo na obu
koncach (2) [6]:

: 2

Uogolnienie zaleznosci (2) zgodnie z norma [6] odbywa si¢
przez wprowadzenie parametrow C, C,, k, ki z,, do wzoru (3):

2EL[ [k V1
M, =C 5 — | =+
(k) |k, ) 1,
gdzie:

z_— odlegtos¢ od punktu przylozenia obciazenia do $rodka Scinania prze-
kroju;

C, i C, — wspotczynniki zalezne od sposobu przytozenia obciazenia oraz
rozktadu i stopnia wypetienia belki momentem zginajacym;

k ik — wspolezynniki dlugosci wyboczeniowej uwzgledniajace odpo-
wiednio mozliwo$¢ obrotu belki w ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczy-
zny zginania oraz mozliwo$¢ deplanacji przekrojow koncowych.

(KLY GI,
n’EJ,

+(CZZg )2 _CZZg (3)
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Zgodnie z wzorem (3) wplyw wypetienia belki momentem
zginajacym jest rozpatrywany jako réwnowazny wspolczynnik
statego momentu (ang. equivalent uniform moment factor, EUMF)
[4], podczas gdy uwzglednienie innych warunkow niz swobodne
podparcie definiowane jest przez parametry k i k . Prezentowane
podejscie normowe [5, 6] traktuje wptyw wypelnienia belki mo-
mentem zginajacym (C,, C,) oraz warunkoéw brzegowych (k, k)
jako niesprzezony. Rozprzegzenie tych dwoch parametréw w opi-
sie sprezystego momentu krytycznego M prowadzi w wielu przy-
padkach do btgdnego okreslenia jego wartosci [4].

Naszym zdaniem w przypadku koniecznosci okre$lenia sprezy-
stego momentu krytycznego:

e dla sytuacji wykraczajacych poza standardowe warunki pod-
parcia i obciazenia;

e dla elementow o przekroju mono- i niesymetrycznym;

e dla elementow o zmiennej sztywnos$ci
wymagane jest wykorzystanie metody elementéw skonczonych.
Wiasciwe zdefiniowanie zadania metoda elementow skonczonych
pozwoli unikna¢ zanizenia lub zawyzenia warto$ci M.

W artykule przedstawimy przyktady obliczen wykonane
w wegierskim programie do analiz i wymiarowania konstrukcji
o nazwie AxisVM, ktory w spolszczonej wersji dystrybuowany jest
przez firm¢ GammaCAD.

Program AxisVM umozliwia wykonanie szczegotowej ana-
lizy wyboczeniowej dowolnego elementu prgtowego (a takze
grupy elementdéw) po uprzednim, automatycznym przekonwer-
towaniu go na element powlokowy. Wynikiem analizy wybo-
czeniowej jest zadana liczba postaci wyboczenia z przyporzad-
kowanymi warto$ciami o . Nalezy pamigta¢, Zze miarodajne
wyniki analizy uzyskamy, siatkujac elementy powtokowe. Wy-
starczajaco doktadne wyniki w AxisVM uzyskano juz w
przypadku siatki wielkosci 0,1 m.

Przyktad obliczeniowy

Iustracja wykorzystania elementow pretowych i powtokowych
w programie AxisVM, do wyznaczenia sprezystego momentu kry-
tycznego, beda rozne warianty belki podpartej widetkowo i obcia-
zonej rownomiernie. W przypadku elementoéw pretowych, M wy-
znaczony zostanie wg wzoru (3), przy czym warto$ci wspolczyn-
nika C, przyjete zostana wg ,,ulepszonych”, w stosunku do ENV
[6], przyblizen podanych przez Lopeza [4]. Z kolei w przypadku
elementow powlokowych zostala przeprowadzona analiza wybo-
czeniowa powlokowego elementu przestrzennego o siatce wielko-
$ci 0,05 m. Na podstawie otrzymanego mnoznika obciazenia kry-
tycznego o, moment sprezysty wyznaczono wg zaleznosci (4).

M, =a_ My, “
gdzie:
M, — obliczeniowy moment zginajacy.

Rozpatrywano trzy poziomy przytozenia obciazenia (gora, $ro-
dek i spod belki), trzy przekroje otwarte (IPE 180, CE 180,
YIPE 180) i jeden przekroj zamknigty (RHS 160 x 80 x 5). Anali-
zowano wptyw punktowego usztywnienia bocznego umiejscowio-
nego w $rodku rozpigtosci elementu bez usztywnienia, z usztyw-
nieniem w poziomie pasa $ciskanego lub w poziomie pasa rozcia-
ganego. Wyniki analiz przedstawiono w tabeli. Porownano warto-
$ci sprezystego momentu krytycznego otrzymanego wg wzoru (3)
w przypadku modelu pretowego i wg wzoru (4) w przypadku mo-
delu powlokowego. Dodatkowo wartosci otrzymane w programie
AxisVM dla modelu powtokowego zestawiono z warto$ciami otrzy-

Poréwnanie wartosci otrzymanych M _dla przypadku przyloze-
nia obcigzenia do pasa gornego
Comparison of the M for load applied at the upper flange

AxisVM LTBeam
L Nazwa L q
P przekroju [m] [kN/m] M, we @) My, M wg(4)[M, wg ()
|[kNm] |[kNm] o [kNm] [kNm]
1 6,0 20 15,37 9,0 1,542 13,88 15,35
29 IPE 180 28,07 4426 3983 44,43
3™ - 1,930 17,37 20,26
4 CEI180 40 1,0 - 2,0 15161 30,32 32,05
5 40 1,0 12,73 2,0 5,708 11,42 11,73
67 YIPE 180 23,06 17,023 34,05 35,12
7 - 6,806 13,61 15,98
RHS
8 160 x 80 x 5 6,0 2,0 290,15 9,0 5955 53,60 289,60

“ punktowe usztywnienie w ptaszczyznie xz pasa $ciskanego w $rodku rozpie-
tosci
**) punktowe usztywnienie w plaszczyznie xz pasa rozciaganego w $rodku rozpie-
tosci
— oznacza brak technicznej mozliwosci otrzymania wyniku

manymi w programie LTBeam, przeznaczonym do obliczania sprg-
zystych momentow krytycznych przekrojow dwuteowych i teo-
wych metoda elementéw skonczonych. Nalezy zwroci¢ uwage, ze
wz0r analityczny modelu pretowego nie zawsze umozliwia wy-
znaczenie M (wiersze 3,417 w tabeli), a niejednokrotnie tg war-
tos$¢ zaniza (wiersze 2, 6 w tabeli). Problem ten byt omawiany w li-
teraturze m.in. przez Lopeza [4]. W naszej ocenie, w przypadku
,hieklasycznych warunkow” pracy elementow zginanych zawsze
nalezy kontrolnie zweryfikowaé proponowana warto$¢ momentu
krytycznego, definiujac odpowiedni model powlokowy.
Osobnego komentarza wymagaja warto$ci M otrzymane
w przypadku przekroju zamknigtego (wiersz 8 w tabeli). Warto-
$ci podane dla modelu pretowego i z programu LTBeam sa zawy-
zone, gdyz nie uwzgledniaja deplanacji przekroju skrzynkowego.

Rys. 2. Kinematyka przestrzennej utraty statecznosci belki zgina-
nej o przekroju skrzynkowym (powlokowy model z programu
AxisVM)

Fig. 2. The post-buckling deformation of a rectangular hollow section
of a beam in bending (shell model obtained in AxisVM software)
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Badania opisane w [7] wykazaly, Zze zalozenie o niezmiennosci
konturu przekroju nie zawsze jest prawdziwe. W zwiazku z tym,
ze wzgledu na spaczenie konturu, jakiego przekroj skrzynkowy
doznaje przy zwichrzeniu (rysunek 2), charakterystyki geome-
tryczne potrzebne do wyznaczenia momentu krytycznego wg
wzoru (3) oraz sam moment krytyczny nie sa pelnym opisem
zwichrzenia analizowanych przekrojow.

Na rysunku 3 przedstawiono zmiang wartosci momentu kry-
tycznego czterech przekrojow w zaleznosci od poziomu przyto-
zenia obciazenia na wysokosci przekroju belki.

604
53,6 M, [kNm]

= = 501
=/ IPE 180, L=6,0 m, q = 2,0 kN/m 46,0

I CE 180, L=4,0m, q= 1,0 KN/m
=0~ 1/2IPE 180, L=4,0m, q= 1,0 kN/m
=0= RHS 160x80x5, L=6,0 m, q = 2,0 kN/m| ]

201 17,8
12,7 1134 16,1
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Rys. 3. Zmiana warto$ci momentu krytycznego M [kKNm] w za-
leznosci od poziomu przylozenia obciazenia wzgledem Srodka $ci-
nania przekroju z, [mm]

Fig. 3. The change of the M [kNm] as a relation of the height of the
applied load 1o shear center of a section z, [mm]

Podsumowanie

Nowoczesne konstrukcje szkieletowe charakteryzujace si¢ wy-
szukang forma architektoniczng w potaczeniu z powszechna mi-
nimalizacja kosztow ,,zmuszaja” projektanta do stosowania coraz
smuklejszych przekrojow. W efekcie istotne staja si¢ problemy
statecznosci globalnej i lokalnej. W przypadku gdy przyjmowa-
ne schematy statyczne konstrukcji wykraczaja poza klasyczne
formuty opisujace zjawiska niestatecznosci, niezbgdne staje si¢
przeprowadzenie numerycznej analizy wyboczeniowej elementu
lub grupy elementéw w celu okreslenia ich nos$nosci krytyczne;.
Nalezy pamigta¢, ze analiza MES wymaga od projektanta wyczu-
cia w definiowaniu modelu numerycznego.
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